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11.

12.

13.

14.

. Lun 28/02/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Problemi di Ricerca Operativa. Variabili deci-

sionali, funzione obiettivo e vincoli. Modello matematico. La Programmazione Lineare (PL) in
formato primale standard. Un problema di produzione ottima. Soluzione ammissibile, soluzione
ottima. (MASSIMO PAPPALARDO)

. Mar 01/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Risoluzione geometrica di un problema di PL in 2

variabili. Curve di isocosto. Distinzione tra PL e PLI (Programmazione Lineare Intera). Definizione
di poliedro. Trasformazioni canoniche per forme standard. (MASSIMO PAPPALARDO)

. Mer 02/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Combinazioni convesse e combinazioni coni-

che. Involucro convesso e involucro conico. Teorema di rappresentazione dei poliedri. II proble-
ma dell’assegnamento di costo minimo. Caso cooperativo e caso non cooperativo. (MASSIMO
PAPPALARDO)

. Ven 04/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Teorema fondamentale della PL. Esempi ed eser-

cizi. Forma duale standard. Le conversioni ai formati standard. Esempi ed esercizi. (MASSIMO
PAPPALARDO)

. Lun 07/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Verici di un poliedro in formato primale standard.

Soluzioni di base ammissibili e non ammissibili. Il caso degenere. La function ”linprog” e i suoi

parametri. (MASSIMO PAPPALARDO)

. Mar 08/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problema duale standard. La teoria della

dualita. Il teorema della dualita. I vertici del poliedro duale standard. Soluzioni di base. 1l caso

degenere. Esempi ed esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mer 09/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problema del trasporto ed il suo modello mate-
matico. Il duale del duale. Test di ottimalita per un vertice del duale. Esempi ed esercizi. I vertici
del poliedro dell’assegnamento e del poliedro del trasporto. (MASSIMO PAPPALARDO)

. Ven 11/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: L’algoritmo del simplesso primale. Correttezza e

convergenza in un numero finito di passi. Esempi svolti. Interpretazione geometrica del simplesso

primale. (MASSIMO PAPPALARDO)

. Lun 14/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Algoritmo del simplesso duale. Regole anticiclo

di Bland. Esercizi svolti in aula. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mar 15/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problema duae ausiliario. Esempio svolto. Il
caso degenere. Interpretazione geometrica del simplesso duale. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mer 16/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Problema del caricamento (”zaino”). Modello ma-
tematico: caso intero e caso binario. Il metodo dei rendimenti per le vlutazioni superiori. Algoritmo
dei rendimenti per le valutazioni infeirori. Esempio svolto. (MASSIMO PAPPALARDO)

Ven 18/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Relazioni tra PL e PLI: valutazioni superiori ed
inferiori. Il prblema del T.S:P: asimmetrico. Relazioni tra assegnamenti e cicli hamiltoniani. I
vncoli di connessione per I'eliminazione dei cicli disgiunti. (MASSIMO PAPPALARDO)

Lun 21/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Problema del TSP simmetrico. I vincoli di grado.
I k-alberi. La valutazione inferiore come k-albero di costo minimo. L’algoritmo del nodo piu vicino
per la valutaione superiore. Esempi ed esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mar 22/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Teorema di equivalenza tra PL e PLI. Disugua-
glianze valide e piani di taglio. I piani di taglio di Gomory. (MASSIMO PAPPALARDO)
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Mer 23/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Esercitazione di ricapitolazione di tutti gli argo-
menti svolti. (MASSIMO PAPPALARDO)

Ven 25/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problema del ”bin-packing”. Il modello ma-
tematico e i vincoli di semiassegnamento. Valutazione inferiore come problema di PL. Algoritmi

"greedy” come valutazioni superiori: First-Fit-Decreasing (FFT), Next-Fit-Decreasing (NFT) e
Best-Fit-Decreasing (BFT). (MASSIMO PAPPALARDO)

Lun 28/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il "Branch and Bound”. Regole di taglio per
problemi di minimo. L’aggiornamento della soluzione ammissibile corrente. Esercizi sul TSP
simmetrico. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mar 29/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il ”Branch and Bound” per problemi di massimo.
Modifiche delle regole di taglio. Esercizi sullo zaino binario. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mer 30/03/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Problemi di copertura. Riduzione della matrice
di copertura. Righe "dominate”. Il modello matematico. Valutazioni inferiori e superiori. Gestione
di vincoli aggiuntivi nella PLI. (MASSIMO PAPPALARDO)

Ven 01/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problema di massima copertura. Il modello
matematico ed i comandi intlinprog. Algoritmi di Chvatal per soluzioni ammissibili di problemi di
copertura e di massima copertura. (MASSIMO PAPPALARDO)

Lun 04/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problema del flusso di costo minimo su reti
bilanciate: modello matematico. La matrice di incidenza della rete e le equazioni di bilancio. Gli
alberi di copertura come basi. I flussi di base. Esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mar 05/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Problema dei potenziali su reti non capacitate.
Potenziali di base. Teorema di Bellman. Esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mer 06/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il simplesso su reti. Arco entrante e ciclo.
Orientamento del ciclo. Arco uscente. Il caso degenere. Il caso illimitato. Esercizi. (MASSIMO
PAPPALARDO)

Ven 08/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il modello matematico del problema del flusso di
costo minimo su reti capacitate. La tecnica della tripartizione degli archi. Caratterizzazioni delle
basi. Unimodularita. (MASSIMO PAPPALARDO)

Lun 11/04/2022 10:30-12:30 (2:0 h) lezione: Il calcolo del flusso di base su reti capacitate.
Flussi ammissibili e flussi degeneri. Esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mar 12/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problema dei potenziali su reti capacitate.
Il calcolo del potenziale di base. Il teorema di Bellman su reti capacitate. I potenziali degeneri.

Esercizi. Il problema dell’assegnamento di costo minimo come problema di flusso su reti. (MASSIMO
PAPPALARDO)

Mer 13/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il simplesso per problemi di flusso di costo minimo
su reti capacitate. Il cambio di base. Esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Ven 22/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Prerequisiti di Analisi Matematica II per la parte
di corso relativa alla Programmazione non Lineare (PNL). Gradiente, hessiana, teorema di Fer-
mat. Condizioni necessari e/o sufficienti per minimi locali liberi attraverso il ”segno” della matrice
hessiana. Autovalori di matrici simmetriche. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mar 26/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problrema del flusso massimo. Il modello

matematico di PL. La tecnica dell’arco fittizio per ricondurlo ad un problema di flusso di costo
minimo su reti capacitate. Esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)
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42.

Mer 27/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il problema del taglio di capacita minima. Il teo-
rema Max-Flow-Min-Cut. L’algoritmo di Ford-Fulkerson. L’algoritmo di Edmonds-Karp. Esercizi
svolti. (MASSIMO PAPPALARDO)

Ven 29/04/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: L’algoritmo di Dijkstra per la ricerca dell’albe-
ro dei cammini orientti di costo minimo con costi positivi. Esercizi svolti in aula. (MASSIMO
PAPPALARDO)

Lun 02/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Problemi di ricapitolazione generale su PL, PLI e
PLR. Problemi di trasporto come problemi di flusso su reti; problemi di cammini minimi con vincoli
di budget; verifiche di ottimalita di soluzioni ammissibili di problemi di flusso massimo; soluzioni
ottime non intere di problemi di cammini minimi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Mar 03/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Funzioni quadratiche e loro rappresentazione,
funzioni coercive ed esistenza dei minimi globali, funzioni convesse e proprieta sui minimi locali e

globali. Restrizioni a semirette. Equazioni parametriche delle semirette in R™. Esempi. (MASSIMO
PAPPALARDO)

Mer 04/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Direzioni di discesa. Condizione sufficiente per sta-
bilire se la direzione sia di discesa. Metodo del gradiente con ricerca esatta. Teorema di convergenza.

Esempi ed esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Ven 06,/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Regioni ammissibili della PNL come curve di livello
di funzioni di classe C2. Domini chiusi, domini limitati, domini convessi (condizione sufficiente per la

convessita), domini regolri (condizioni sufficienti per a regolarita). Esempi ed esercizi. (MASSIMO
PAPPALARDO)

Lun 09/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il teorema di Lagrange-Karush-Kuhn-Tucker
(LKKT) per problemi di minimo o massimo vincolati. Esempi ed esercizi. (MASSIMO PAP-
PALARDO)

Mar 10/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Condizioni sufficienti del primo ordine per pro-
blemi convessi o concavi. Interpretazione geometrica di minimi o massimi locali. Esempi ed esercizi.
(MASSIMO PAPPALARDO)

Mer 11/05/2022 08:30-10:00 (2:0 h) lezione: Il metodo di Frank-Wolfe per la minimizzazione
di funzioni su poliedri limitati. Esempi ed esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)

Ven 13/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Studio delle restrizioni per determinare se un
punto stazionario € minimo locale o sella. Equazioni parametriche delle curve. Esempi ed esercizi.

(MASSIMO PAPPALARDO)

Lun 16/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Teorema di convergenza del metodo si Frank-
Wolfe. Esercizio svolto. La lagrangiana. Studio di minimi su domini illimitati. Esercizio svolto.
(MASSIMO PAPPALARDO)

Mar 17/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Il metodo del gradiente proiettato. La matrice di
proiezione. Criteri di stop. Esercizi svolti. (MASSIMO PAPPALARDO)
Mer 18/05/2022 08:30-10:30 (2:0 h) lezione: Teorema di convrgenza del metodo del gradiente

proiettato. Cambiamenti nel caso dei problemi di massimo. La funzione ”quadprog” di Matlab.
Esempi ed esercizi. (MASSIMO PAPPALARDO)
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Capitolo 1

Lezioni di PNL

1.1 Prerequisiti Analisi II

Necessario introdurre una serie di strumenti per la PNL (Programmazione Non Lineare).

1.1.1 Funzioni

Le funzioni che tratteremo nella PNL sono del tipo f : R® — R. Notazioni possibili:

f(zx) Dove x € R"

Esempio di funzione
2
f(x1,me) = xf — a1

dove, ad esempio, z = (1,1) — f(z) =0

Solito obiettivo In queste funzioni vogliamo trovare, come sempre, massimi e minimi.
Ricordiamo che se sappiamo trovare il minimo sappiamo trovare il massimo (e viceversa)!
Ribadiamo quanto gia detto precedentemente

min f(z) = — max[~f(z)]
T € argminf(z) <= T € argmax|[— f(x)]

Ricordandosi che argmin e l'insieme dei punti di minimo, mentre argmax e l'insieme dei
)

punti di massimo. La considerazione fondamentale & che il punto di minimo di f & il punto

di massimo di — f!

Attenzione Fino ad ora abbiamo considerato solo il caso particolare in cui le funzioni f
sono lineari (Esempio: 3z + 5x2), adesso generalizziamo introducendo nuove questioni.



1.1.2 Derivate

Per affrontare la PNL ci servono derivate parziali e le derivate direzionali per funzioni in
f:R®™ — R. Ci servono anche i relativi concetti di gradiente e matrice Hessiana.

E i limiti? La cosa non ci interessera moltissimo, visto che la stragrande maggioranza dei
limiti in Analisi II non sono risolvibili.

1.1.2.1 Derivate parziali

Banalmente

f(z1,22) = :c% + 5x129

of

_— 2

pr 1 + bxe
of

Oy 5e1

Cos’e la derivata parziale rispetto a x1, graficamente parlando?

o povt (M0
N

rad

La funzione che si ottiene da f restringendomi all’asse x1, ipotizzando che zo sia un valore
costante. Diventa una funzione a singola variabile, e questa per noi € un’ottima notizia!

1.1.2.2 Gradiente

Il gradiente ¢ una notazione con cui raccogliamo tutte le derivate parziali possibili relative
alla funzione f : R" - R
of of >

Vf(fv)=<am,..-,axn

ovviamente V f(x) € R™. Riprendendo I'esempio precedente

f(x1,20) = x% + bxixe — Vf(z) = (221 + Sx2, bx1)



1.1.2.3 Matrice hessiana

La matrice Hessiana H f(z) consiste in una matrice avente per componenti tutte le derivate
seconde. Presenta n? componenti, dove n consiste nella dimensione del dominio. Abbiamo
Hf(x) € R™"™. Vediamo il seguente esempio con n = 2

92 f 92 f

37%(93) D112 ()

Hf(z) = 92 f 92 f
8w26x1( ) 3763(95)

1.1.3 Usare gradiente ed hessiana per trovare max/min

Fino ad ora non abbiamo mai fatto distinzione tra min/max locali e globali: questo perche
nelle funzioni lineari non esiste il concetto di min/max locale! Adesso, nella PNL, dob-
biamo considerare pure i max/min locali. Introduciamo una serie di teoremi necessari per
I'individuazione dei punti di minimo e massimo locale.

Teorema di AN2 sulla simmetria delle matrici hessiane.

Dato f:R" = R, f € C?, f € C*, la matrice hessiana H f(z) ¢ simmetrica!

Teorema di AL su matrict stmmetriche e autovalori.

Le matrici simmetriche hanno autovalori reali

Definizione di Punto stazionario.

Data una funzione f : R — R definisco punto stazionario il valore x € R™ tale che
Vi(z)=0

Definizione di Vettor: linearmente indipendents.

Dati n vettori 1, ..., z, definiamo questi linearmente indipendenti se e solo se
o1 + agxe + - -+ Ty, =0

con ap = ag = - = ay, = 0. Qualunque combinazioni di vettori puo essere posta uguale
a zero ponendo o1 = -+ = a,, = 0, ma in presenza di linearita indipendente € 'unico
modo per farlo (se i vettori sono linearmente dipendenti allora posso ottenere una somma
nulla con alcuni coefficienti non nulli).

Definizione di Matrice definita e semidefinita positiva e negativa.

Definiamo quanto segue.
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e Con matrice definita positiva si intende una matrice A € R™ " tale che il
seguente prodotto scalare risulta positivo < A-x,x > > 0 Vax € R”

e Con matrice semidefinita positiva si intende una matrice A € R™*™ tale che il
seguente prodotto scalare risulta positivo o nullo < A-x,2 > > 0 Vax € R"”

e Con matrice definita negativa si intende una matrice A € R"*" tale che il
seguente prodotto scalare risulta negativo < A-z,z > < 0 Vz € R"

¢ Con matrice semidefinita negativa si intende una matrice A € R™*" tale che il
seguente prodotto scalare risulta negativo o nullo < A -z, > < 0 Vr € R”

Per definire la matrice troviamo gli autovalori calcolando i valori A nel determinante
det(A — AI) = 0. Prendiamo ad esempio la matrice seguente, poniamo la matrice A — AT
e calcoliamo quanto detto
<2 1) A —4X+3=0
1 2) =

2—A 1
< >:>(2—>\)(2—)\)—1—0:> NSV

1 2-X

1.1.3.1 Teoremi per I’individuazione del minimo locale

Teorema di Fermat per I’Analisi I1.

Dato f: R* = R, f € C?, f € C*, se T & minimo locale di f allora Z & un p.to stazionario.
Attenzione: € CN, ma non CS:

e se ho un p.to di minimo T e automatico che questo sia p.to stazionario;

e se ho un p.to stazionario T non e automatico che questo sia p.to di minimo.

Teorema 2.

Dato f: R” = R, f € C?, f € C™, se T & minimo locale di f e T p.to stazionario allora
Hf(x) =0
la Hessiana & semidefinita positiva. Attenzione: ¢ CN, ma non CS:
e se ho p.to di minimo 7 € automatico che H f(Z) > 0;

e se Hf(T) > 0 non & automatico che Z sia p.to di minimo.

11



Teorema 3.

Dato f: R" - R, f € C? se Vf(Z) =0 e Hf(T) > 0 (hessiana nel p.to definita positiva)
allora T ¢ minimo locale! Questa ¢ CS!

1.1.3.2 Teoremi per l'individuazione del massimo locale

Teorema di Fermat per I’Analisi II.

Dato f : R® — R, f € C?, f € C™, se T ¢ massimo locale di f allora Z & un p.to
stazionario. Attenzione: & CN, ma non CS:

e se ho un p.to di massimo T ¢ automatico che questo sia p.to stazionario;

e se ho un p.to stazionario T non & automatico che questo sia p.to di massimo.

Teorema 2.

Dato f:R" = R, f € C?, f € C*, se T & massimo locale di f e Vf(Z) = 0 allora
Hf(z) <0
la Hessiana e semidefinita negativa. Attenzione: ¢ CN, ma non CS:
e se ho p.to di massimo T & automatico che H f(z) < 0;

e se Hf(7) <0 non ¢ automatico che T sia p.to di massimo.

Teorema 3.

Dato f : R® — R, f € C?, se Vf(z) = 0 e Hf(Z) < 0 (hessiana nel punto definita
negativa) allora T ¢ massimo locale! Questa & CS!

1.1.4 Teoremi per l'individuazione di massimi e minimi globali

Per quanto riguarda I’individuazione di massimi e minimi globali
e i primi due teoremi sono validi (se un min/max ¢ globale ¢ anche locale)
e non abbiamo il terzo teorema.

Le cose si fanno pit complicate perche chiaramente siamo interessati al massimo o al minimo
globale.
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1.1.5 Restrizioni

Recuperiamo il concetto di restrizione, che ci risultera utile parlando di funzioni coercive e
di selle.

Definizione di Restrizione della funzione.

Data una funzione f : R” — R definiamo restrizione della funzione una funzione v : R —
R ottenuta restringendo il dominio della funzione. Nel nostro caso cio che ci interessa
¢ la restrizione a una semiretta, dove scriviamo ’equazione della semiretta in formato
parametrico e successivamente sostituiamo nella funzione f. Consideriamo il seguente
esempio

f(z1,29) = af — a3
1 =0+t = y(t)=t" - (3+1)*=-9—6t

To =3+t

Le restrizioni delle funzioni avvengono rispetto a delle curve che dobbiamo parametrizzare.
Facciamo degli esempi di parametrizzazione!

e Semiretta avente origine in un punto T e direzione d.

Normalmente rappresentiamo una semiretta con la formula
T+td

Supponiamo che T = (3,2) e d = (2,5). Otteniamo la seguente parametrizzazione

xr1 =3+ 2t
To =2+ 5t
dove t >0

e Semiretta lungo 1’ordinata.

Consideriamo semirette dirette lungo 'ordinata e aventi origine nell’origine del piano
cartesiano. Osserviamo subito che 1 = 0, poiche siamo lungo l'ordinata. Segue

I = 0
o = t
dove t...?7 Dipende da dove ¢ diretta la semiretta!

— Se ¢ diretta verso ’alto abbiamo ¢t > 0.

— Se ¢ diretta verso il basso abbiamo ¢ < 0.

Si osservi che e possibile porre anche la seguente parametrizzazione
xr1 = 0
Tro = —t

13
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— t > 0 se la semiretta e diretta verso il basso;

— t <0 se la semiretta ¢ diretta verso 1’alto.

e Circonferenza unitaria.

Consideriamo una circonferenza avente raggio 1, con centro nell’origine del piano car-
tesiano.
ot ai=1

In questo caso abbiamo due parametrizzazioni possibili:

— con sin e cos
r1 = cost

To = sint
e t € [0,27]. Possiamo verificare sostituendo
cos’t +sin®t =1

che sappiamo essere valida.

— senza sin cos.
Pongo x1 =t e sostituisco ottenendo 3

Pai=1—ai=1—t>—ay=+1—12

quindi
r1 =1

(L‘QI\/l—t2

dove t € [—1,1] (si studi il dominio della funzione x2 per avere conferma). Si
osservi che & equivalente parametrizzare ponendo xo = t, in quel caso otterremo

a:1:\/1—t2

x2:t

e Parabola.

Prendiamo una semplice parabola avente vertice nell’origine e rivolta verso 1’alto

Tro = .7}%
poniamo z1 = t, ottenendo xy = t2

r1 = t

Tr9 = tz

Contrariamente alla circonferenza non e equivalente parametrizzare ponendo xs = t,
cioe

r1 = \/{5

o = t
dove t € [0, +o0]: stiamo parametrizzando un arco di parabola e non la parabola nel

suo complesso!
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1.2 Funzione quadprog

Questa funzione di Matlab ¢ utilizzata per risolvere problemi di funzioni quadratiche.

min %me—Fc-x
A-xz<b
Acq - = beg
LB<x<UB

Il comando e il seguente:

>> quadprog(H, c, A, b, Aeq, beq, LB, UB);

H invece e la matrice Hessiana. Consideriamo il seguente esempio
4x% — X129 + Dx9

Metteremo

H:2A:2(_4§ _05>=<_81 _01> c=(0 5)

1.3 Funzione fmincon

Questo formato e il formato utilizzato in Matlab per risolvere il seguente problema

min f(z)
A-z<b
Acq - T = beg
LB<x<Ub

Il comando e il seguente
>> fmincon(fun, x0, A, b, Aeq, beq, LB, UB);

20 & il punto iniziale (obv 20 € P). f e la funzione, che deve essere scritta con sintassi
compatibile con Matlab (Cercate online cit. - tanto non serve per lo scritto.).
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_ INTRODUZIONE ALLA  PROLeAMMAZIONE  NON  LINEARE -

—  TIPQJOEIE B PROBLEMI

ABBIAMO DUFE TIPO0LE B PROBLEMI:
- SiR™— R, PNL NOM VINCDIATA

- 5:b — R, DCR™, PNL VINCOLATA (b INSIENE cmusa)

AFFRONTERENO PRINA | PROBLEN) NON VINCOLATI, E SUCCESSIVAMENTE QUELI VINCOLATI.

— PROBJEMA: PUNTI BI MN/Max L0All E €LoBAL

/
CONE SEMPRE E NOSIRD INTERESSE  MININIZZARE / MASSIMIZZARE  FUNZI ONI
OBIETT)VD.  ABBIANO RECUPERATD ALCUNI CONCETT ‘Bl ANALSI T , IN MRIMIS
QUELLO DI PUNTD STAZIoNARIO. N PUNTO STAZIONARIO PUO ESSERE:

— MININo Lo(ALE

~ MIN/NO ¢&logalE &—— /

— NPSSIND Loca/E CI0 CHE EFFETMVARENTE C! INTERESSA

~ MASSINO 4losAle 44—

- SELA { Il FLESSO IN AN12 ,
PER POTER APPLICARE &) ALLORITMI Dl PNL B NECESSARID SAPER (ASSIFICARE
| PUNTI STAZIONARI. A TA2 PRIPOSTD NIENE [N NOSTRO SPCCORSO LA HESSIAMY
E (L CALCOLO DEEL) AUTOVALORI

(ONTIENE LA Supn FRONTIERA

TUTTAVIA LA N STIN2IONE TRA PUNT) t0CALl E 608A/1 CoNeLicA LE COSE .
AVRENO ULTERIOR! COMPLICAZION! IN PRESENZA Bl VINCOZI: IL Th b FERMAT NON BASTA iU,

—— PROARLEMA: NUNERO M SOLUZIONI DA CONSIDERARE

PRENDIAMD 2A ON bE) PUNTI STAZiONARI V$(x)= 0

/
_n PU0O FESSERE VISTD COME UN SISTEMA b/ EQUAZI oM
V() =0 , DUE INCOGNITE IN (R?

ES. f(x) = 4%~ 5% 4 + 4x,*
v f2x?-95 -0

- 12X42‘5)(2 - <
V;(x)-(.gx'_}gxz) =0 N\ {’5X4+$>Q=0

/
IL NUM. M SOLUZIQNI NON E IMMEDIATO SE L SISTEMA Now E LINEARE.
NO! LAVORIAMO IV R2, MA NEUA REATH S| LAVORA CON MOLTE PIJ CONPONENT)




= ALLORITMO DI ENUMERAZIONE TOTALR (IMEFFI(!ENTE)
CONSIDERIAND 1. SELVUENTE ALEORITHO N ENUMERAZIOMNE TOTALE:

1) CALCOLO 1L &RADIENTE CALCOLO DEL! AUDVALORI
2) PRENDO (L StSTEMA Va((x)=0 E TRNO TUITE & SWi200l
3) TeSTO 4 'HESSIANA 50 TUTIE Le SwIBOVI (C0sA Now PROPRIO A COSTO ZEAO)

4> PREMM TRA | RIsULTATI MInMI (0 unssrm) LocaL) QuELo by Al
Sl OMENE \MORE MIWIMO (o nnssmo) DEUA FN20M-= 0BIETTVO

PROMEMORIA: <IAMO NEUA PNL NON VINCOLATA!

B C/ssimozione dewe Fovziov

Sl INNVIBUANO ALCUNE TIPOLOEIE B FUNZION| DBOVE ) PROBLEMI PRE CEDEMT)
RiSucTANO ' SEMPLIFICAT".  ABBIAMO:

— FUNZI 0N QOAMRATI CHE

- FUN2ION| COERCIVE,

- FUNZION( CONVESSE.

—  FUNZIONI QUABRAT) CHE

UVA FUNRIONE £: R™—s R F DETTA QUABRATICA SE £ UN POLIN
MIO M SECONDO &RADD (HE PRESENTA LA SEGVENTE STRUTTURA =

< X/Ax> +<e,x>

PARTF D) SECONDD PORTE LINFARE

6RAO ne2 FRI-IR
(o wizeessano pounon b 2° cemo w x;,x; )

V4
ES. &IUSTO : 3474 45% + %4 by ~ b
ES. SBAAIATO {1: 4><13—6>(1 X, fPRIKO TERKWE GRAAO 3
ES. SBALIATO 2: xfxz - 3%, 2 TERMINE IS aaye 3

: [ 2)[%) = K1t
ES' Ax- (; z)(x:) (s)q+2x;)

+ 2
RN AN TP RS A




OSSE RVAZ2/ONI Nok CASVAZ!

{:):(@(Jﬂ xT(le) =7+ 5x0, +@0,
3/Q S =243

| NURERI IN RV SONO &) STESS/, 1L § SI OTIENE SPMMANDO &()
ELEMENT] EVIDENZIAT] IN ROSSO .

ES2: PARTIAHD DALIA FUNZIONE QUADRATI(A F (x)= 4%42-2xX) - 5%

.
QUAL £ LA NATRICE A?
/

— 1A DIALONALE £ INHEDIATA
~ LA CONTRODIAGONALE NON E UNIVOCA, ¢ "\uporTANTE £ G 1A

SOMMA DBE) TERMINI SIA UVGLAIE AL CDEFF)C/EN'E VieNo A X%

A‘(‘“’)"’ A=<42)'“A=(§g) E Cosf vin!!

-4 5
PRENDEREHO Cone RIFERIMENTO LA PRINA QUELUA SINHETRI(A, VI
STO LA SIMMETRIA DEW 'WESS/AVA

(B0 — A g[8 -2 |=9/4 1) -
- (314a) = - (3 )4 -

2 2
ALTRO ESEMPIO [X) = SX -6 - X
CALCOLIAMO LA HESS)AMA

(5 -3

A'( )"_“’ Ha=[ 10 1|29
-1 2

NUH. b socuziont M SisTENA V5 (x)=0 E AuTovasoel.

NEL (ASD Bl FUN2ION! QUAMRAT) CHE 1L SECONND PROBLENA BETO S!
SENPLI FI (N PESANTENENTE: NEL ERADIENTE TROVIANO FUNZ(ON/ D) PRIMO &RABO

E QUINMI /
VF(x)=0 € w sisEna venes !l

SELUE LA HESSIAND (OSTANTE E UM POLINONIO DI SECONDO 60Ab0 PER IL
CALCOLO DE 4L AuToNALOR!!
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— FUN2)ONI COERCIVE

UNA FONRIONE S| DMt coeRrCvA SE fem S(x)= +@  N1x1) Hosweo o
|x|| —» +®@ UN VETIORE

la (asa O PIACE P/ (HE “f) J coerava = J M, asswn

2) -5 oeavA => J nAX. ASSOWD
(s Auﬂ—(osnu\m)

(5’ CONTIN uq)

/
CONE VEDO SE UVA FUNZIOVE E CoEzCNH? DEVE ANDARE AlL'INFINITO IN WITE
LB DIREZIONI POSS(BIC)

2
PRENDIAHO (A SEGUENTE FUURIOVE §(x)= %21 6x,% +X,
NEUA FI6DRA ABBIAMO RAPIRE SEVTATD DEEL) X. »H
ESENPl D DIREZIOME 2
=0
PREVDIANO ) VALORI £ SOSTTVIAMOY) 2L b=
IN Y):
5() ) —_— - H
$() =& Bim 5K = 1o Xq
Lo -{x,=-1; k20
3 Xq=-& £2o0 X;=0
5(X):-b X x::-‘; b;o' d
POSSIAHO FERMARCI :
FUNZIONE NON CDERCIVA (S> VA A “")

NEL (RSO DELLE FUNZIONI QUADRADCHE SI HA UNA FINZIOME COERCIVA SE
A MATRICE A E OBEFINITA POSITIVA.

Es F(x)- 2, +3X, X, +4x22-><,+!5x2

- (12) w(50)

Azé(A~>\I): (2-))(«}-)\)o§r =0
3 ~2>\~4>\+)~2~2 -0
X-gr+§ =0
bonafg) <o

A, - 6rdB 5 _6-JB  Eurens)
L) ¥ posiTivi !

=)




— FUN2I0N]  (ONVESSE

UNA FUN2IOWE SI DICE CONVESSA SE
s 1-3)x2) S M (10 )5(¢) YA€ Todl, Wtad e "
L I I )

AF CO 0
GRAF) ( a /( ROA
ESENPIO : \<j
: ; IL ERAFICO STA SEMPRE SOTTO (A (DRdA
! 4 >
x! x?

COME VERIF/c0 SE $(x) £ couv&ssa?
FUIRIONE COWESSA SE E 500 SE HESSIANA SENINEFINITA  POSITIVA HS(x)20 Yy

DEVO (ALCOLARNI TUTTE (E HESS’ANE“.,' M SALVO (ON (F FUNRION! QUADRATICHE
(vessiAva  cosTAWTE)

P
PERCHE ¢ PlaccioNd 16 FUNZION) OWVesSE] PER QUESTD TE0REWA:

TEOREMA SUI PTI STAZIONBR| IN FUN2ION) CONVESSE. ) PTI STA2/0NRRI
Dl FUNZION) CONVESSE ) SE ESISTONO, SONO MINIM[ ASSOLUTM.
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B AR ATV PER on isewziov:

/ /
L’Awoamw M ENUNERAZIONE LA VISTO E BUONO IN R2 E (v FuNZIOWI
QUABRATICHE . IN ALTRI (0S| CONVIENE RIVOLEERS! ADd ALLORITMI ITERAT)IVI.

DATO UN PUNTO INRRIALE X° S COSTRUISCE 1TERATIVAMENTE (A SE4LUENTE
SUCCE SSIONE ¢ K
X k4 = XK + bk d

O6N) voLTA PRENA JL P.TO PRECEDANTE E LO PONGD COME ORIEINE )

UNA SENIRETIA AVENTE (ONE DIRE2/ONE | VERSORE ol¥
Xk+éKdK
b { dk

/"\
xX /msso

NEI VARI ALGORITHI DISCUTEREHO:
- 18 MeERIvE odX,E , |
~ QUANTO SPOSTARC) LUN6O QUELA DIAEZIONE (bk, STEPSIZE  — DINENSIONE DBEL Passo>

AesiaNo INTROMTO L owcETo b Resmmone:  P(E) 2 5(x% kd¥)
DEF. NEUE PRENESSE ALA PNL
( ) giwt

L 907 M6 ALEORITH) GAE VEMEMO SONO NTTI “NETOM B Mscesh ) BOVE
LE NGLIORI DIREZIONI 4™ SONO QUEILE TRl GE

SE) < 5 (xt)

MATEHATICOMENTE PARLANDD POSSIAMO VEMRE <E Y SCende A PAATIRE  pALLA
serivaTa Y'(0) , InroveNo ©'(0) <0

CaLcoL0 29 seewara b vwa Conposiziong: (k) = U[xkibdt ) ok
L )

DIRE, DEUA FUNZ(ONE  COMPOSTA
QUINDI* (w Avs £)

?'(0) = 75 (x*)-d¥< 0

'\ SCELE0 DREZIWE 1Ale M AVERE
PROMOTTO SORIARE. (DL &RADIENTE NEEATVO

INTERPRETIAHO &RAFI CANENTE .
SurPoniAlo b1 AvERE XK E b CAucoLARE 1L eRaNEwtE VI(XK)

OTTENI AMD UND  DIREZIONE .
| / )
XK 21




Srepian0 CHE 1. proboTIO SCOLARE B W'(o)= ([ vs(k)- ))dX)] e O
qumsl 1L seemo b1 Y'(0) bieeme ba 2 BF £ ba/ovetio BK

* DIRER2I0M vs (x K)

v ¥'(0)=0 A

¥ (A0 PARTI COLARE,
Nok ABBIAMD IWFORNA,
200 RILEVANT

MREZIONI QN

X y'(o) >0

MREZION|
CON ¥'(0)<0

N\
)

INMALINARS) 1p DIREZIONE V§(xK) COHE (/ASSE X DI UM PIAMD CARIESIANG, QUINDI
| QUATTRO  QUADRANT"

-NEL T° E ML TU? SiANO IV SALIA

—Neg TI° E NEL TEO SIeHo IN DI SCESA

ESENPIO: ;("'/Xz) = %'~ Xy X2 + 3%, Xk:('ﬂ) PR |4,2)
LA FOMZIONE  SCEMDE O SA{E?
e, )= (0%, x466) = 05(14) = (1,5)
=> Y(o)=(45)-(1,2) =41 >0 1a Fomzione Gesce

NoN V0&I0) STARE A PROVARE PROMTI SALARI . VOLLIO YN ;:I.'< CHE
SONO CERTO A PRIORI NI DIA PRODOTTO ScnlARE NELAIVO

Us(ck) - (W5 ()= - Dwsfetyy®
RIPRENDAMD L'ESEMPIO
75(i4) = (18) = (u8)-(-48)=-2 V

RISULTATO SENPRE NELATIVO SALVO GRAMENTE Wuio (A QueL Puno
SIAMO IN PRESENZA Bl UN PUNTD STAZIONARIO, CHE PONIAKO DA PARIE ).
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— CONFRONTO CON &L1 AREOMENTI PASSATI E (Ll ALLORITHI DELUA PNL —

~ A COSA CONVEREONO | nETom? (COkeETTﬁzze)
PRIMA-  MININO (LDBALE

ORA: PUNTI STAZ) ONARI (MIN. LOCALE , MIV. &08ALE, SEUN)

=~  QUANT! PASSI  SONO HECESSAQI?

(TeRmvaziOvE )
PRIMA: NUMERD FINITO Ml STEP

0Ra: NUMERO INFIUITO B STEP (!!.’)
— REGOLE D) STDP

() SERVONQ DEINE RELOIE PER GESNRE I NUMERQD INFINHTD O STEP

4) METERMIND UN NUM. B STEP MASSI MO (Es.' NI FERNO nOPO 405Pn55l)
2) WS uy TEweo NassIMO

3) |3(x*)- 5(:¥)] < b (s d-107%, st swo or 9051 08 DiFE. £ < 407*
ALLORA MI FERMO)

4) Jos(x) )< b (ESI =10"* o PrNa,. SE peR T MsS mow W
AWICIND ALO ZERD M) FERND)

B HMET0X0 DEC GRANENTE (cov riceren esora der rasso) (R
— GSPIEEAZIONE

METDAD (LASSICO PER OTTIMEZZARE (NA FUNZIONR NON ZINE ARE y
D m VARIABILI B AMeNo clAsse ¢,

e

E UN ESEMPIO Bl METDO MERATIVO ; DETTO AuciE ''NETDO BEUA bISCESH
Pl RIPID

XM= xKebdk pve A= ~T5GHK)

>~ ky = :gmm l?(b)] muino dEua ) seno u py
20

PASSO POSSIBILE LUNGO LB DIREZIONE

7
W(/E) E Uun FUVZIHE A UNA VaRBICE | Noi SSm)AMD 1avoRARE AéLE aw
QUESTE  FUMZIoNI!

FUNZIONE QUAMRATICA ——* Lf(lr) E UNA PARABNA
FUN2IONE  CONWVESSA  —— P STRZIONARID SICURAHEMTE MINIMO  ASSOLUTD
(criezsa feun s essieseA sz f comecw)




— TEORENA 1N (ONVERLENZA (HET, DEL (;RADIEMTE)

=LY J;UAPMUE (OFRCIVA / LA SUCCESSIONE BEL 6RANENTE  CON RICEREA
E S¥7A

— TERMINA (ON UN NOM. F)yJ0 Al PASS! N UN PTD SFA?MMARM 0
~ | sUel PUNTI D) ACCUMUAZIONE <SDNO PTI STARQMARI,

N RENTA Cl SERVE POCO 1L TEOREHA' PAMPLICO EVRISTICOMENTE | (RITER
D STOP.

— ESEHPIO DI PASSO M=L METOBO (1)
$04.%)= 24~ 2 4304 x RICERCA DEL HINIMO
(ONSIDERO  CONE Pomro IALE XN = (4,0)
1) (ALCOLO 1L 6RANIENTE

VS (1, %) = (44 -041, -2 4 6% ) Uf[1,0) = (4-041, -2+0) = (5,-2)
2) Tavo ol

dX = ~VF(1)0) = (-5,2)
3) cawoo ‘(’(/5) RIcORDANDO chE  W(k)2 S (x"+hi")

4(k) = 5 ((0)ek [-52)) = 5(4-5b , 2b) =
2(1-ob)-2 (18) [+-5k )+ ks 1-sk =
2(1+20 -0k )-af +20k°+ 1h+4-5k =
= 32/:2-291,L +3

11

4) TROVO rgmin o(t) p(t) E LA PHRABDLA RIOLTA VERSO L IALTO
k>0 CON" VERTICE -Jzz =22

9
AR |
QUESTO E aglmm

S) TRovo X'

Ked _ 29 (- 145 63 19 | $3
X" = (4,0)*464(5/) (‘ 164/ 454) (164’464
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— ESEHPIO DI PASSO M=l METobO (2)

54 )= X! ,< RICER(A BSL MASSIHO
CONSIOERQ  COME  Punro wIALE XX = (1,0)
1) (ALCOLO 1L 6RAIENTE

Vs {x,,xz}z (2% +% ) x4-2%, ) Vi(1,0)= (-2,4)
2) TRovO olX

- ot
3) cacoro O(E)  ricorommno cue (k)2 5 (X £d¥)

q(6) = 5 (Lo)re(21)) = 5(4-26, 4 ) =

=~ (1-2k) 4 b (1-2¢) - £

A+ab-alls b -alt- Y =
-7k%4 5k -1

"

4) TROVO drgmax olt) p[t) E Uun Paeasos oA VERSO 1 BASSO
k>0 N’ verTice -k - &

2 H“
A
Quesio E a@lmax
5) movo x*!

1 5 4 5
xKH = (4,0)-!—1-4(—2,4); (14/14)
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_ DOMIN) BEiLA PNL (& RECIOME AMHIssIBLE ) -

— DEFINIZIONE DI DoMINIO

INIZIAHO A INTRODURRE VINCOZI TRATTANDO UN BoMvio b R™
§. D™ R

sove § E, L0 FUAMZIOVE OBETIUO, DEFINIAMO HATEMATICAMENTE D
D ={X€ R™ 5,[X)S 0 .., jm(x)So/ he(x)=0,..., hp(x)=0%¢
DOVE m E i NUNERO D1 NSVGUAEIANZE ;) P IL NUHERO B! UGUAELIANBE.
3:&m — ™ ﬁz(ﬂh .../5m)
h: k™ — RP '7=(hf,-~,h/s)

NEZLA DEFINRRIONE RIENTRANO ANCHE LE REEION) AMNISSIBIY VISTE  Negll
ARGONENT) PRECEDENTI.

Mo 3% + 5% o1 (%% )= 4%+ 6x, -7

Es! ) dxvbx,57 8 (/%)= % =3
264 ~2%, = 3 35 (4, %) = %7+ B~
47(1"‘?)(2 :9

X €0 by (4, %2) = 3%, -2 -

FUNZIONE NON p=2
><124;( <5 €&, eme!l hlgx,,x,) 4x)+2%, -9 _]

mm )(12*)62 €&— Fovzione Nonv gynemee !l

ES2: 4 SX+6X,S8 91 (/%)= Sx166-8 | g s
4;(143/ 82 (%1,%) =44 143% ~9 =0
)G'szz<{0 03 x,/x, -——3?(142XZ’40 }>

—— C(ONFRONTO CON LE FUNZION) NON VNCOLATE

FINO PAlLLA PH&ING PRECEDENTE  ABBIANG BISCUSSOD SUL (OME
OTTIMIZ2ARE FUNZION) NON (INEAR]I PRIVE Nl VINCOLI.

DELLE PRECEDENT/ BISCUSSIONI RECUPERIAMO:
~ {A CASSIFICRZIONE DELLE FUMZIOW (COERCNC/ (ONVESSE QUAM'(HE)
-LE CN. E ¢k Cs (1 "me TEOREMI", TaresT £ TEST)

*

W) TEORENI OSSERVIANO GE: U A Yy

- VELLA REGIONE JWTERNA SONO SEMIRE VAIA| /
- LUNED 27 FRONDERA No  (IN PRESENEA DI VIWCOL NON E berip V()= )

C] SERVONO DR&L ACCOREINENTI PER2QAVORARE SULLA FRONT/ERA.




—— PROPRIETA DEL DONINIO GHE () INTERESSANO

INSIEHE  CHIUSO 0 APERTD?  NON CONSINERARE 1A FronTIERA (MEEE
COMPLICA LE COSE. FORTUNATAMEVTE LAVOREREMO
SEYPRE DN DOMIN) CHIUS).

RICORDARS! LA DEF. DI FRONTIERQA DA ANE

/
INSIEME LIMITATO 0 No? AL 93/ BEI CASI (A REEIONE, E LIMITATA.

NOoN C  SEQUE SAPERE SE f E (OFRCIVA IN

QuEsT (As, (SO0 IN PRESENZA BI REEIOW
ILLIMITATE ).

(OHE VEDO SE UN PTO E INTERWD O Suun FRONTERA!

SE (MIvso F LIMNAD VAE \WEIERSRASS

SOSTITUISCO NE) VINCOZI , B NERIFI(O (HE SIA RISPETTATO IL MINORE STRETIO.
SE QUALCHE VIN(OLO E RISPETIAT®D ON L'V6VAIE SIAMO SViLA FRONTIERA.

INSEME CONVESSO O NO?  VARE COUNZION) DA CUI ATTINEERE. A NOI
INTERESSAND LE  SEGUENT):
4) 9i Convessh Ve

—\ INSIEME
2) hy Liveres ¥y (cs) NE

INSIEME  REGOLARE 0 No?
VARIE ¢.aSs! D INSIEMI RE&OLARI. CI INTERESSANO LE SELUENT):
4) PoLIEDR) (8, b LIvene )

— INSIENE  CONVESSD
2) by cowvesso , h uweaRe, IX: pk)<o (Couvmouen siate)
\ﬁ

ESISTE AMENO UV PUNTO INTERNO

3) V. (), Vh5(x) Vi V5 ATV IV X SN0 o iNEARNENTE 1DIPENIENT)

VX anwISSIBILE
VINCOL! SobisrarTl
Cov L'UBUALE  (COMBIZIONE DI HANEASARION )

STEP DA SEGVIRE:

d) PREWDO LN PuNTD

b) VEM QUAL SOND | VINCO) AT
€) VERFICO N QUESTI PUNT/ SE | ERADIENH SONO 2INEARMENTE INDIPENDENT!

4

TROVARE UWA SOTTOMATR/CE

mxm (NVERTIB[E (R‘Ww M)
plet # 05
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— ESEMPI INTROMITTIV/ SULLE PROPRIETA DEI DOMINI

CONS)DERIAMO ) SELUENT MOMINI: COSH POSSIAMD biRE |

s
(1) = (2)
@ --»  ENTRAKBI CHIVSI E UMITATI
YANEAR Y X24%? =
(“') 31:)(124?(2?-4 9150 1
2 0
Hy = (o 2> — (2-)\)(2&);0
4 2\ -2hX =0 CONVE S0
N-4)\+4 =0 3
A= 1s-4(1)a)=0
A
T = M ¥2
2 4
a OWESSO ; h Now (€ ] vouwio comvesso

R) hy=xient =0 —
NON CONVE SSO
h NOV  2iNEARE )
/ -
~ SICURAMENTE NON £ POLIEDRO
=~ SF NON E C(ONVESSD NOA POSS) APP/IC(ARE SIATER

~ Nanepsarian
) PRENDO UM PUNTP AELA (IRCONFEREVZA
b)UNICO VINCOLO SEMPRE ATTIVO DOMINIO RE £02ARE
05 Vh(x)= (2x,2x2) SENPRE LINEPRNENTE PER  HANGASARIAN
IN B PENDE NTE
W & SESS

/
( (00) nov € rarie peun (lRCoNFEREuQA)
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VALE (A COMMZIONE B SIATER: P70 WIERNO (s0) | DONIWIO REOLARE PER SLATER




ULTERIORE ESEMPIO CON DE VIN 5, 0,

B0 g, <0

NELLA REEIONE IN AZ2DARO VALLONO ENTRAMBI | NINCO2).

/ ’
- F COWESSA? GRAFICANENTE E  (HIARO. IN ASSEMNRA N GRARI(O

COALCOL0 LE HESSIANE. ENTRAYBE RISUTERANNO  SEMIDERINITE
POSITIVE , QUINDI 1L DOMINIQ E  CONVESSO.

~E reconee !

4) SICURANENTE  Nov ABBIAMO  UN  POLIEDRO (3, ;82 Nov LIUEGRl)
/

2) IL DONINIO B CONVESSO , E S| INDIVIDUA AEILE N
PONTO INTERVD. BOMINIO “REGOCARE!  (Possiono FERMARCI QWA)

3) PRENNIANO )L PTO ITTERNO: ABBIANO B,< O , B, <0

QUINDI NESSUN VINCOLO ATTIVO = HANGASARIAN AUTDUATICANENTE
S0 b0! SFATTO
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_ CONDIZIONE N OTTIMALTA PER PROBZEM/ VINCOLATI -
/

ABBIAMO DETTO CHE Iy PROBLEN/ BI PNL VINCOLATI E IMPRORIO
AFFERMARE GIE b PRESENZA BI Mw[NAX X SI MA VI(x)=0 (T4. M Feenar)

Cl SERVE UNA (. N. ATERVATIUP PER POTER GESTIRE ) PUNTI p) MIN/MAX
CHE SI TROVANO LUNGO 1A FRONTIERA.

S) CONSIDERI A TAL PRoPOSITO L SELUENTE TEOREMA
— TEOREHA (LACRANGE — KRUSH - KL - TUCKER, 2kcr)

ENUNCIATO. SIA (P) 11 SEGVENTE pROBIEHA

. 24 g:))fg Tire b wasss ¢?
()- : b={X€'Rm55{)‘)50, b(x):‘)}
%m((j)soo INSIEHE RECOLARE
1 X)) =
|y () =0

CONDIZION NECESSARIE Bl OTTIMALITA

4.') SIA X MININO L0CALE PER (P). ALLorA 51)(:(&,,)?;)6&:“
g);:([;“---/ﬁp) / TA“ CHE

V:f()?)wL § X{ ng (}()4-£ /IJVhS{R):o [SISTEHAJ
- 71 LKKT
<}\,5(>?)>= 0

h(§)=0 [ B(X)So NON SERVE Porm;;/i Anmss;euzej

i«') SIA X MASSINO 20CALE PER (» . AllorA 3X=(E,,-/X;)elx’l“
Ip =y o) 5 TAL GHE

m - P _
VSR)+Z hiTg, (K)+L gVhsk)=o0 | SISTEHA
ey 3 LKKT

<\, gR)>=0

h(i )=0 [ B(X)so NoN 3@:-/2\;5\ PIcHE X AHHISSIBME]




m — P _ _ /

dove Wyl = VS(%)+ & hiVag, F)+z fsVhy(R) E 1 eranENTE
4= 3‘:1

CONPONCNTE  RISPETTD AD X, DELLA FUN2IONE  IAERANGIANA

LOA, ) = S(x)+ d a0(x) +t Am i)+ by () + o+ o hp o)
?

[ PARALLELI SHO

VS =0 Feenar
VL =0 LA6RANCIANA ,LKET

SPIEEAZIONE

) MINIMI JMASSIMI 20ca)] SONO SOLURIONI BEL SISTEMA 2kKT (c.M.)
LE VARIABILI IN Ui SI RISOLVE 1L PROBIEAA  SONO ()?/X,/I}.' PRENDO TUTTE
LE SOLV2ION) POSSIBIL) ; TRA QUESTE TROVEREHO 1L MININO/HA SSINO w X
(OWIAMENTE SF ESISTE 1L MINIMO /AASSIKO).

— METIAGLI0: )L SISTEHA MW £ a0 A UNEARE.

POSSIBILE AVERE UN SISTEMA PURAMENTE (LINEARE SOLO CON UN
PROBLEMA DI PL. PREFERITA (COMBO QUADRATICA + POLIENRD.
Wguadprfog

~ QUANTE EQUAZIONI STIAMO comsmszpwao?

1) PER QUANTO RIcUnRM. h(%) =0 Assinno p equaziow
2) PER QUANTO REUARIA < A, 4(X)> = O

TUTT/ &I ADBENDI SONO NEEATVI
= | ) soNo TUTTI POSTIVI P
=) o¢(R) sowo TwTTi <0 T 7 SE LA SOMR £ NUL(A ALLORA

U/ TUITI &L ABAFNDI SOND NULLI.
N\

Arg1(x)=0
S\rm 90»\ ()?) =0

- P _
3) PER QUOVTD RiewARDA VS (X)+ T Xila, ()+Z pvh)=o
4 =4 3:

R™ R™ l\IJE”‘
ABBIAMD m EQuAaziow/
AABBIAMY, IN CONCUSIONE , UM SISTEMA b m+m+p EQUAZION!
N m+m+p INOeuTE (VB! SISTEHONE, o).

PABBIAMO m EQUAZION/




/
= Il SISTEHA FE [ETIFROIMEMIE UN PANIERE | IV BASE AL SEENO
OE) MATIPLCOTORI PRENDD ( MINJMI O | MASSIML  PRENDIAMDO CONME
ESENPIO UN PRo8iEnp CON m=2 , 2 MNSV&IANZE E 4 V6UALLIAZA- .

peoPOSTE DI SoLuziom! (%, X2y Aa, Moy i)

(2/0/3/4, ‘5) (3,"(5, ‘2/4) (4/0/'3/ ’2/0)
[ | )
nwm07 SEENI DISCORY, MASSINO
Lomle " SCARTO LoCALE 9

INCUBO - E SE AVESSI UNA SEWLA| SU MIN £ MAX POTREBBERO
ESSERCI DUBBI (RICORDARS! C(HE E UNA CN., NON UNA CN.S.)

SUPPONIAKO  CHE 28 RELIONE  ANMI SSIBILE SIP JMTATA . A QUEL PUNTD
SIAMO p posTo , WEIERSTRASS < DA CERTEZE  SWL'ESISTENZA b NAX /A
GOBAL. LE SpeU2)ION) 1NDICATE SOM)  EFRFETT VAMEMIE MIN/MAX ¢0(AL).

(SENZD RIMAMIAMO NEL BUBBIO)
AMNRITTURA £108AL |

—— TEOREMA (OHPLEMENTARE A IKkT (<.s.)

sin £ COMESSA E D anvesso, bovE b= fx: 4(x)s 0, hx)=03
E RECOLARE, INOTRE £, 8,h € C2. 'sin (%, X u] una”soiu210mE BEL

SISTEMA LKKT. )
ALLORA, SE X >0 POSSIAMO DIRE CHE x E NIN/MO ELOBALE.

NOLTIPLI CATORI TVUTTI POSITIVI

5a § oNmva E D coweSso (1810EM SuLLE  CARMTERISTICHE B1 B),

SIp (X, N, Ju)_UNA SOLUZIONE DE[ SISTEMA LKKT.
ALLORA, SE A <O POSSIANO DIRE CHE X E MASSINO LLOBALE .

NOLTIPL) CATORI TVUTTI NEGATIVI

NELLO SVOLLIMENTO DMDE¢lLI ESERc2l S vTieiz2)
L0 SCHEMA IN FONDO AL (APITOLO DEWUA DISPENSA
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—— PRIMO ESEMPIO DI STUMIO

CONSIDERIAMO It SECVENTE PROBLEMA
£ = %% 24+ X%k 2%,

/
L boMina D E recosaee? RISOLVIAMO ERAFICAMENTE

DISEENO | ViDL Bl MSUeuAeLiauzA K-ESIMO  PONENDD Oy (x)-0 (9 BISELNA
1A FRONTIERA) | SUCCESSIVANENTE . INBIVIAYO 1L SENIPIANO DA CONSIDERARE VERIFI CANDO
SE COM ALWNI Pynn 1L VINOLO E  RISPETTATD.

/ 2
0y E UNA PARABOLA ROVESCIATA''. Kytx, =0 — Xy=-%°

2
(2)r0°=2>0
VINCDZO NON RISPETTAYO,
7 LA RECIONE DA (ONS)DERARE
(20) E L' ALTRO SEMPIANO.
1

>
PREUDO RVESTO
PUNYO E VERIFICO

SE )L VINCOLO E RISPETIATO.
b2 - xX>-4<0 —» x’<4 — -2&xs2

LA FlEURA OTTENUTA | 3 Hw. Assoyo
B INTERESSANTE . REGIONE ) IMITATA!

ZJ HAX. ASSoLULTO

ERAF) CANENTE  (APIAMO  ANCHE
CHE (A REGLIONE E CONVESSA.

>
X1

+2
PROVIAMO A RIBADIRE QUANTO VISTO SENZA &RAFICI
4) POLIEDE] (8, h Livean)
9, h NON SoNo LINEBRI ==} NON HO UN MLIEDRO
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— INSIENE  CONVESSD ~
2) B CMESSO, h UNEARE, X g(k)<0 (comprziove b1 stATER )
V\
ME&IO

ESISTE AMENO UV PUNTO INTERNO
SAPER
DNISEGVARE

h Non PRESENTE —B NON E YN PROBLEMA !
PORTE INTERVA DI UNA PARABOLA PALE SENENTE 'CONVESJﬁ

PRESENTE P.T0 INTERNO : SLATER SOBMSEATIO! _
3) va, (%) Vh)(x) Vi V) AITIVI IV X SONO 4 (NEPRMENTE INDIPENSENT)
¥X ONMISSIBILE

\/wcou SoBbISFATTI
Cou L'UBUALE (CONDIZIONE DI HANEASARION )

/
1L MOMINI0 £ /SEMZ.ALTRO REGOLARE , MR SUPPONIAMO b NON ACCOREERA

(HE 28 FIGURA §  CONVESSA ;| ANMANDO DIRETT) A MANL—ASARIAU

IA CONDRAONE RICHIEAE ) CONSIAERARE OWNI p.TO MM!SS'BV.F x bOBBIANO
ASSICURARCI CHE NOV ¢I SIANO PUNTI PER CU/ ) ERANENT SONO uu:ms»TE,

MPENDENTT
= | PTI INTERNI NONV (I INTERESSANO ' NON () $SoNO PTI ATTIVI
= PANDIAMO SULLA FRONTIERA :

[~ - LUNGO LA FRONTIERA PARABOLI (A HO =0,
UN VINCOLO BA - ; 2 (1,2
Soto £ I wyp | CALCOLO 1 ERAMENTE © Vayq (1/2%)Y£0 SEMPRE
S0L0 ;‘Z”o"f ~ Whed 1A “sase" 1o Vg, = (2X4,ti) Ho ao} o
(/) X, 0 HA IV QUEZ PTO ﬁz NV VINC0L0 ATTIUO

= RINANEONO | PUNTI MOVE 51 92 SONO ENTRAMB) ATI/ VI,

RISOLV) L 5ISTEMA

n+x =0 __x Py=(-2,J2)
— 7 Pp=(-2,J2)

SosTTUSC Py I Vg (R) £ VERIFICO LINEARTA INDIPENDENTE

/Vﬁ() (4 2‘&) deb#0  ok!

LE JACOBIANE ~ SOSTITUISCO Py IN V3 (X) & VeriF o LINEARITA INDIPENDENTE

\175() (4 2"5) deb 0 ox!

SE 1L doMvio D E REGOLARE ALORA SIAMO CEAT CHE LT

CONTERRA QUAUTO STIAMO  CER(CANDO
34




SCRIVIAMO 1L SISTEMA LKKT
(2% +2,2% +2) + Xy (1,2%)+ )2 (2% ,0) = 0 CALCOL() BE/ 6RABIENT)
2

V¥ $2) 2,42
)\1 £X1+X2} e - {_I"zle 2 )
X1 ) 0 V52— 2)(1/ ;

CIoE

2+ 2 +/\1+2A2x, = VJ‘(")+E)1VQ‘,(3()+Z iy Vhy () =0

2X3+2 +)\12x2 <>\/5(*)> 0
)‘1()(14-)(2) 0 h
Ay (% 2-4)=0 (x)=0

(0SA DoBBIAMO FARE NEUO Scmrm? A SEEVITO B CONTROVERSIE SuiLE

PROVE PASSATE L PROF HA MNECISO Ol
INTRODURRE UNA  SEMPL)F) CARIONE |
FORNIRE PARZI ALHENTE LR 50LU210N/.

Sl VEDA Il SEGUENTE ESEMPIO
(bAT FORNITI W ROSS0)

X A
X132=0
f"f’) (0,0) ——» gx;u:o {x4:~1
,' 020 Xz:‘1
(-2,-1) | o)~ 0 =0

~ (-2 %) (-r)\
(-2/\5?) (-,-) 2%y +24 =0 jx,i-z

2

—442+ )\1 -4\ =

—~2J2 + 2+ Ay (-242) =0
— > )\1‘0) 0 Xf( )
Ao 0)=0 2%+ 2421 42N, X =
A _4X =5 2X2+24—X1{2X’25 =0
{2&—2)132\)-2'2 {-4+2+/\ +2)2(‘2) 0
_ 2% -2 202 +2+ M9 (2\f2)
)
2 __ 2422 YR
40 M2 = er)\4 A== 5 A = :,,

35




—— SECONDO ESEMPIO BI STUMO

CONSIDERIAMO L SEGVENTE PROBLEMA

3= X -~ X—'22
61 = X12+Xl *45 0
32 :XZ -1 S 0
/7
L soHivio D e Reeomne? CRAFI CANENTE ABBIAMO UNA (IR(ONFERENZA
/ "Tae1amm "
X, 4) Nov E UV PoLIEDRD
h NoN PRESENTE < Db
P N 2) 4 SICURANENTE (ONVESSo —/ REEOLARE
7
3 uv P10 WTERNO (EsEMPio (o0))
X4

3) € SE t/ESCROZIO RICHIEDESSE NANEASARIAN !
Vg1 = (2,2,)  Vg,=(0,4)

/
D € SKURMNEME LMITATO  Sacopiann —b Vg = ( 2 2x,)
4

3 uw Assowd

3 Hax assozvio ~ p.TI ITERNI: NESSUN VINCOLD ATI/VO
~lUNGO 1A FRONTIERA , UN S0LO VIN(0LO ATTIVO:
VETTOR! V?4: (¢2) Cow »70 (0/0)
LINEARNENTE | NESSUN PROBLEHA, 44 NON ATTIVO
INMPENBENTI
A So.| Vo, #(0,0) senme
— LUNGO LA FRONTIERA , NINCALI ENTRANSI ATTIVI
X1Z+Xzz‘4=0 Py - \’-3/ 4)
%-1=0 P2 = (~J3,1)

SOSTITYIANG Py e Py 1N Vg()

[~ _ /293 2
VETTOR! Vs (PJ'(O 4) st #0
LINEARNENTE .
INMPENDENTI _ =293 )
INSIENE | v (P)- ( 0 1 ) oet # 0

/
SE 1L BOMINIO D E RELOLARE ALORA SIAMO CEAT CHE 2kkT
CONTERRA  QUAUTO STIANO  (ER(ANDO,
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SCRIVIAMO 1. SISTEMA (KKT

VS()+ T Nila, (x)+f By (x) =0
4= 31

(-27,,1)+ )y (25, 20) 2 [04) = 0 <X, g)> =0
_ h(z)=
)\1 5)(12_’_)(12__4):0 (X) °
x‘l Xz"')=0
, CALCOLO OE) 6RABIENTI
¢I0F W = (-2&, 1)
=2%4 + M 2%y =0 Vg1 = 2x,,2x2)
'|+)\‘125<‘2+X2=0 Vez :(0/ 1)
N (%y24%,2-4) =0
%fff} j)‘=a)
COMPILIAMO LA SEGUENTE TABELA
fo X A o |ml méE ML Me S
-g (%_5’21) (1,0) | of s wno wo wo| (1)
‘13 (—J;—'_il‘z) (4,0) Sf 5:/ NO N0  NO (4)
-2 (0, -2) (%,o) (*) Noe wo No (H) | (3)
"2 (3, 1) (4/-3) | N0 wo no w0 ST (2)
~2 (-53,1) (1,-3)| N0 wo wo w0 si (2)
4 | (0,1) | fo,-1)| no w0 s s No| (1)

:

SOSTITUENDD X NEL SISTEMA LKKT OTTENIAMO

) ' E/ AT . J MW ASSOLVTO
1) IL Donwio CHIVS0 & UNTATO =—=> 3,4y assavTo

bAl VARl B FO. Neduco (ue (0,1) E PTo i Hax eiosace 1!
Y, V% a’ V s (\E_s/-i) E (-E/,j) SONO P.T) B

2 2 2 2/ winino évosace!l!
SE SONO &loBALl SONO ANCHE L0(ALl.

2) | MOTIPICATORI CON SE4M DISCORDI SEeNALANO PTI DI SELLA

/
3) SIwRANEWE (0,-2) NOV E PTO DI MIN O MAX GLOBALE. SICURDMENTE NON
E MAX 10(ME \ISTO L SEGNO  DEFT MOLTIPLICATOR.. CI RIMANGONO | (%)




Ml INTERESSA SAPERE St 7f £ COERCIVA? NO, DoM/NIO D Lin)TATO.

5 € convessal  Calcouamo 1p WEssIANA |, Ricordaubo i VF-( 2’(’)

N§ = ('02 :) SEMIDEFRINITA NEGATIVA => f (ONCAVA

o4 £ QNVESSA ! orconrerenza, s ]

4, E CGNUESSH? RETTA, SIA CONVESSA (HE CONCAVA.
HESSIANA  SENIDEFINITA POSITIVA , MP ANCHE

SEMIDEFINITA NEGATIVA
B =000 deie Resaizions (bisvziove a stue £ Max/in) [

= OSSERVAZ/IONE INTROMUTTIVA
- /

SE X E MINIMO LO(ALE bl} su R™D D=[3(X)$°,"(X)=0}

ALloea £ E MNIMO e M P suua ReESTRIZIONE

—— FESERCRZID PRECEDENTE

RIPRENDIAMO 'ULTIMO ESERCIZIO NELLA PARTE ZASCIATA IN SOSPESD

F=% - 1

L'IDEA E DI APPLICARE  DEUE RESTRIZION) ALUA FUNZIONE

-«) SCELED LA RESTRIZIONE

{;(ﬁa_ ke[-20]
) =
RE STRIZIONE

—

2) ROVO & == k£ =-2 (powso G 1w Noso b4 AveRE (02)
3) Calcowo Y(E) — (E): E-0°= & 4«— wwno
4) RIAPPLICO | PUNTI PRECEDENTI, CON, UNA MWOVA

\ 7 RESTRRIONE. PRENDNANO X124 X, 2-4

: —> )qz -4 - Xz

. 2

:‘ SOSTITUISCO IN )( =X - 4—Xzz) = x22+x2-4=b +e -4

' !

3 MA I QUESTD (ASO CoN b = ——> SEUA
ABBIAMO 1 §§mo n g —_




. METODO BI FRANK-WOLFE (PER MINIHO &logAie SU POLIEDR! ummn) '

/
&Ll ALEORITMI DI RISOLUZIONE NELWA PNL S! BASANO SV QUAND ¢i1A BDETTO
NELLA PNL NON VINCOLATA: ABBIAMO WA SUCCESS/ONE TERATIVA

XKH: xk-l-bkdk
2) SCELTA N NREZIOUE E PASSO UM (EATO NUA. bl VouTE
b) TEOREMa BI cONVEREENZA,

TEOREMA 1DEALE .

20 SUCCE SSIONE gf xk { (con by & ol¥ scern)
COMVERGE IN UM AMUHERO FINITO O PASSI AL HININO 60BALE.

PossIBILE ? PossIBILE ? POSSIBILE ?
PUNT) BI ACCVMULAZIONE  “ap LINITE " METODO ITERATIVO
, PER  SOLUZIONI S)STEMA
“aRea" W wi st acconw  fm xK= x¥ LKKT (PROBLEMI BIFFICIe)
1ANO INEINIT) PUNTI B K—v+o0 NON QuEL! VISTI DA NO!)

UNB SUCCESSIONE .
RICOROARE | (RITER! DBl STOP

L' ALEORITMO ERANK-WOLF <1 uTiLizZA PER TROVARE IL NINIMO ¢&LOBALE D)
FUMZIoN( MNON LINEAR] AVENTI COME  BDOMIMO UN POLIENRD UMITATO.

% # 1) CONSINERIANO UN PUNTO D)
PARTENZA xK

2) PRENDIAMO 11 £RANIENTE Vf(xk)
E HUOVIAMOCI IN MREZIONE DPPOSTA
(NETOBD B) MASSIMA BISCE SA)

/.

yK PROBLEMA : NEUA PNL VINCOLATA
> POTRE| YSCIRE DAL POUEDRO

X1

FACOAND QUInd! "DIVERSAMENTE . INTRODUCIAMO 1L "PROBIENA 2INEARIZATY M XK

b (xk)~ mm V;(xk),( 4—— MINING , ANBIAMO CONUNQUE IN BIR. 0PPOSTA
[ Aaxsh

/
LA SLUZIONE OTTIMA DEL PROBZEHA , (HE CuiAviaMo YK, g un veerice
DEL POLIEBRO (SI VEDA FI6URA , IA (0SA E IMMEMATA SE S| TRACCIANO LE

JINEE DI Is0CosT0 ),
CONSIDERD )L SECHENTO [xX,y*] (32 E INTERNO AZ POLIEDRO




e

NOI C1 MUOVIAMO LUNEO QUE. SEEMENTO , E NON E DETTO (HE (¢
FERMEREMO AL VERTICE YK

secve | by € amamin  $(xKe A (v8-x¥)
k€2 o' ( ‘f’(f()”\’) P(k) ResTrizionE

DA UNA PARTE (| AIUTA MOLTISSIMO 1 SIMPLESSO , DALL' ALIRA PARTE
L0 DECRESCITA E MINORE | RISPETIO AlL ALEORITMO NN VINCOLATO.

= VARIANTE . PROBLEMA DI MASSIMO

NEL (ASD VOLESS] RISOLVERE UN PROBLEMA B MNASSIHO, PONIAMO 1L PASSD
COME SE6UE

ky € arg) XK & (v€-x¥ - in)
4 z l’{”:/’;},f( ‘f’()f() /\,)) argmax E Now argmin

—— TEOREMA Ml CONVERLENZA

in successiove {xK§ cosrura  baw'accoermmo n - Feenk - wazre
ZCONVERGE " AD UN P.TD° STOZIONARID.

.L L MEMO: METOBO B/ FRANK-WOLFE

3 M Xk: x* (SO[UZIDUE U(k‘,j E HETODO b1 DISCESA
k—» +®

(0sn SUCCEDE (N § CONVESSD 7 CONVERGENZA A MINIMO £L08ALE (WIEMTE NININ)
10(A/! , NIENTE SELLE —* Cov B (4SO E 2IHITATO ) SICURANENTE.

/
£ v f comava | 1L METOBO b1 MSCESA PUG FARMI COMVERLERE A NI/
100921 a
_—» P10 INRIAE

FRANK- WOLFE /
NI FA FINIRE QUA, —v

0 <
MINIMO 20 (ALE >

E SE Cee®SSI 1 HassHo | FRANK-WOLFE AIVTA OV f cONCAWD.

CoOME TROvo 1L PTO mrz/nzs? IN PRINIS DEVUE ESSERE PAMMISSIBILE ...

MaE avsziara!
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— (RITERI bl SToP
1) yK = xK 7 — xK b7 smazionmero

2) AK=0 .7 —> xK p7o STAZIONARIO
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1.13 Schema concettuale per la classificazione

Aggiungere i punti irregolari
o _No . . .
D regolare? » come potenziali stazionari,
anche se non risolvono LKKT
Si
h 4
L. No . Si .. f convessa?
D limitato? ¥ f coerciva? » 3 minimo assoluto > o
D convessa’?
Si No
v J v
d minimo assoluto . .o Si . . Non ci sono selle
. f anticoerciva? » 3 massimo assoluto N .
3 massimo assoluto ne minimi locali
No
v J Vv
f convessa? f concava?
D convessa? D convessa?
. Si
Sl D

Non ci sono selle

Non ci sono selle
ne minimi locali

ne massimi locali

‘Ricordarsi che min/max globale & anche min/max locale.

Funzione f convessa?
Calcolo la Hessiana per ogni punto z: se ogni hessiana e semidefinita positiva allora abbiamo una
funzione convessa. Nel caso di funzioni quadratiche la Hessiana da vedere & una sola, poiche costante.
Funzione f concava?
Calcolo la Hessiana per ogni punto z: se ogni hessiana ¢ semidefinita negativa allora abbiamo una
funzione concava. Nel caso di funzioni quadratiche la Hessiana da vedere € una sola, poiche costante.
Dominio D convesso?
Un dominio ¢ convesso se g; ¢ convessa Vi, ed h; lineare Vj. Se uno ha il disegno verifica ad occhio.
Dominio D poliedro?
Verifico che g; sia lineare Vi, e che h; sia lineare Vj.
Dominio D regolare?
Sfruttiamo i seguenti criteri (ci fermiamo al primo soddisfatto):

1. il dominio e un poliedro;

2. soddisfatta la condizione di Slater (il dominio & convesso e si ha un punto interno, 37 : g(Z) < 0)

3. soddisfatta la condizione di Mangasarian (verifico che nei punti in cui si hanno vincoli attivi i
gradienti sono linearmente indipendenti)
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— Considero i punti in cui ho vincoli attivi. Se non esistono punti del genere posso fermarmi e
dichiarare la regolarita del dominio.

— Nel caso di punti con un unico vincolo attivo verifico I'indipendenza lineare assicurandomi di
non poter ottenere il punto (0,0) per mezzo di questi punti.

— Nel caso di punti con piu vincoli attivi componiamo la matrice Jacobiana (I'unione dei gra-
dienti), sostituiamo con i punti che stiamo analizzando e calcoliamo il determinante. Se il
determinante e diverso da zero ho sicuramente linearita indipendente.

e Funzione f limitata?
Si vede ad occhio. Se lo e siamo certi che esiste un minimo assoluto e un massimo assoluto in virtu del
teorema di Weierstrass.

e Funzione f coerciva? Funzione f anti-coerciva?

Ci serve verificare questo solo se siamo in presenza di un dominio non limitato. Verifichiamo la coercivita
effettuando una serie di restrizioni della funzione: se si va sempre a +oo allora abbiamo una funzione
coerciva. Verifico 'anti-coercivita controllando se la funzione f cambiata di segno sia coerciva.

— Se la funzione f & coerciva siamo certi dell’esistenza del minimo assoluto, in un contesto di dominio
non limitato.
— Se la funzione f & anti-coerciva siamo certi dell’esistenza del massimo assoluto, in un contesto di
dominio non limitato.
e Condizioni che rendono valido I’uso di LKKT.
Si osservi che:

— la regolarita del dominio D & necessaria ai fini del teorema LKKT (C.N)
1. dato un punto di minimo T esistono i relativi moltiplicatori A € R} e i coefficienti p che ris. LKKT
2. dato un punto di massimo Z esistono i relativi moltiplicatori A € R” e i coefficienti yx che ris. LKKT

— f convessa e D convessa sono necessarie ai fini del teorema LKKT (C.S.): in presenza di coefficienti
A > 0 possiamo dire che il relativo € minimo globale

— f concava e D convessa sono necessarie ai fini del teorema LKKT (C.S.): in presenza di coefficienti
A < 0 possiamo dire che il relativo € massimo globale

Si tenga a mente che f convessa e D convessa, nella PNL non vincolata (D non limitato), mi danno
certezza della non esistenza di massimi locali e massimi globali.

e Compilazione del sistema LKKT.

— La regolarita di D ci garantisce I'usabilita del sistema LKKT.
— Scrivo una tabella con punti Z, relativi moltiplicatori A e valori della funzione obiettivo.

— Se il dominio D ¢ limitato sono certa dell’esistenza di un minimo assoluto e di un massimo assoluto.
Consideriamo 1 valori massimi e minimi delle funzioni obiettivo:

* se ho il valore minimo posso segnalare la soluzione T come minimo globale e minimo locale

* se ho il valore massimo posso segnalare la soluzione T come massimo globale e massimo locale
— Successivamente passo alle soluzioni T che mi offrono valori intermedi.

* posso gia escludere a priori che le soluzioni rimanenti siano minimi globali e massimi globali;

% le soluzioni  con moltiplicatori discordi sono selle;

* un punto con moltiplicatori tutti positivi non € sicuramente un massimo locale;

* un punto con moltiplicatori tutti negativi non e sicuramente un minimo locale.
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— Rimangono casi con moltiplicatori concordi: se f convessa e D convesso possiamo applicare il
teorema LKKT (C.S.), altrimenti emerge il dubbio a proposito delle selle.
*x Se ho f convessa e D convessa, e un punto ha moltiplicatori tutti positivi, allora parlo sicura-
mente di un minimo locale.
* Se ho f convessa e D convessa, e un punto ha moltiplicatori tutti negativi, allora parlo
sicuramente di un massimo locale.
* Se non posso dire che f & convessa e D convessa, e un punto ha moltiplicatori tutti positivi,
quel punto puo essere minimo locale o sella.
* Se non posso dire che f & convessa e D convessa, e un punto ha moltiplicatori tutti negativi,
quel punto puo essere massimo locale o sella.
In caso di dubbio sulle selle si applica il metodo delle restrizioni: supponiamo di avere il dubbio tra
minimo e massimo, 'idea & che se applico una restrizione il relativo parametro ¢ sara minimo nella
restrizione. Se applicando pil restrizioni ho casi in cui il parametro ¢ € massimo allora ho una sella.
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Appendice A

Definizioni

A.1 Programmazione Non Lineare

Definizione di Punto stazionario.

Data una funzione f : R™ — R definisco punto stazionario il valore x € R™ tale che
Vf(x) =0

Definizione di Matrice definita e semidefinita positiva e negativa.

Definiamo quanto segue.

e Con matrice definita positiva si intende una matrice A € R™*™ tale che il
seguente prodotto scalare risulta positivo < A-z,x > >0 Vax € R”

e Con matrice semidefinita positiva si intende una matrice A € R™*" tale che il
seguente prodotto scalare risulta positivo o nullo < A-x,x > > 0 Vax € R”

e Con matrice definita negativa si intende una matrice A € R"*" tale che il
seguente prodotto scalare risulta negativo < A-x,z > <0 Vx € R"

e Con matrice semidefinita negativa si intende una matrice A € R™"*™ tale che il
seguente prodotto scalare risulta negativo o nullo < A-z,z > <0 Vz € R"

Per definire la matrice troviamo gli autovalori calcolando i valori A nel determinante
det(A — AI) = 0. Prendiamo ad esempio la matrice seguente, poniamo la matrice A — AT
e calcoliamo quanto detto
(2 1) M —4r4+3=0
12) =

2—-A 1
< >:>(2—)\)(2—)\)—1—0:> VPN

1 2—-A
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Definizione di Restrizione della funzione.

Data una funzione f : R™ — R definiamo restrizione della funzione una funzione v : R —
R ottenuta restringendo il dominio della funzione. Nel nostro caso cio che ci interessa
¢ la restrizione a una semiretta, dove scriviamo 1’equazione della semiretta in formato
parametrico e successivamente sostituiamo nella funzione f. Consideriamo il seguente
esempio
f(xlva) = x% - l‘%
1 =0+t = y(t)=t* - (3+1t)*=-9—6t
T2 =3+t

Definizione di Funzione quadratica.

Una funzione f : R™ — R e detta quadratica se consiste in un polinomio di secondo grado
avente la seguente struttura
<z, Ax >+ <c,x >

dove si distingue una componente lineare da una non lineare. Queste funzioni ci piacciono
poiche il gradiente & un sistema lineare, e la hessiana costante!

¢ Esempio. 31:% +4x1x9 + :c% + 5x1 — 629
e Esempio sbagliato 1. 423 — 5x179 (primo termine di grado 3)

e Esempio sbagliato 2. 22z5 — 323 (termine misto di grado 3)

Definizione di Funzione coerciva.

Una funzione f : R™ — R e detta coerciva se

lim f(z) =400

||z[|—+o00

cioe se la funzione va a +oo in tutte le direzioni. Queste funzioni ci piacciono perche ci
danno certezza dell’esistenza di un minimo assoluto. Verifico se una funzione ¢ coerciva
testando una serie di restrizioni della funzione.

Definizione di Funzione anti-coerciva.

Una funzione f : R™ — R & detta anti-coerciva se la funzione f cambiata di segno e
coerciva
lim —f(x) =400
[||| =00
Queste funzioni ci piacciono perche ci danno certezza dell’esistenza di un massimo
assoluto.
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Definizione di Funzione convessa.

Una funzione f : R™ — R e detta convessa se, data una qualunque coppia di punti
x1,T9 € R" possiamo definire una corda che sottende la curva

fAzt + (1= N)2?) < Mf(ah) + (1 - N f(2?),YA € [0,1],Va!,2* € R”

Una funzione f € convessa se la hessiana ¢ semidefinita positiva Vz. Ci piacciono molto
le funzioni convesse e quadratiche poiche la hessiana € costante, e questo permette una
verifica veloce. In piu si veda il teorema su punti stazionari in funzioni convesse.
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Appendice B

Teoremi

B.1 Programmazione Non Lineare

Teorema di AN2 sulla simmetria delle matrict hessiane.

Dato f: R" = R, f € C?, f € C*°, la matrice hessiana H f(z) & simmetrica!

Teorema di AL su matrici simmetriche e autovalori.

Le matrici simmetriche hanno autovalori reali

Teorema di Fermat per l’Analisi IT (min locale).

Dato f : R® = R, f € C?, f € C™, se T & minimo locale di f allora T & un p.to stazionario.
Attenzione: ¢ CN, ma non CS:

e se ho un p.to di minimo T ¢ automatico che questo sia p.to stazionario;

e se ho un p.to stazionario T non & automatico che questo sia p.to di minimo.

Teorema 2 (min locale).

Dato f: R® = R, f € C?, f € C™, se T & minimo locale di f e T p.to stazionario allora
Hf(@) >0
la Hessiana ¢ semidefinita positiva. Attenzione: ¢ CN, ma non CS:
e se ho p.to di minimo 7 & automatico che H f(z) > 0;

e se Hf(z) > 0 non ¢ automatico che 7 sia p.to di minimo.
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Teorema 3 (min locale).
Dato f: R" - R, f € C? se Vf(Z) =0e Hf(Z) > 0 (hessiana nel p.to definita positiva)

allora T ¢ minimo locale! Questa ¢ CS!

Teorema di Fermat per l’Analisi II (maz locale).
Dato f : R® — R, f € C?, f € C®, se T ¢ massimo locale di f allora T ¢ un p.to
stazionario. Attenzione: & CN, ma non CS:

e se ho un p.to di massimo T e automatico che questo sia p.to stazionario;

e se ho un p.to stazionario T non & automatico che questo sia p.to di massimo.

Teorema 2 (mazx locale).
Dato f : R” = R, f € C?, f € C™, se T & massimo locale di f e Vf(Z) = 0 allora

Hf(z) <0
la Hessiana e semidefinita negativa. Attenzione: € CN, ma non CS:

e se ho p.to di massimo T & automatico che H f(z) < 0;

e se Hf(T) <0 non & automatico che T sia p.to di massimo.

Teorema 3 (max locale).
Dato f : R® — R, f € C? se Vf(z) = 0 e Hf(Z) < 0 (hessiana nel punto definita
negativa) allora T & massimo locale! Questa & CS!

Teorema sut punti stazionari in funziont convesse.

I punti stazionari di funzioni convesse, se esistono, sono minimi assoluti.

Teorema di convergenza del metodo del gradiente.

Sia f una funzione coerciva, la successione del gradiente con ricerca esatta {z*}
e termina con un numero finito di passi in un punto stazionario, o

e i suoi punti di accumulazione sono punti stazionari.
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Teorema LKKT (Lagrange-Karush-Kulm-Tucker, C.N.).

Sia P il seguente problema

min / max f(x)
g1(z) <0

IN

Im ()
hl(a;)
hp ()

0
0
0

siano f,g1,...,gmsh1,...,hp : R" = R, siano f,g1,...,9m,h1,...,hp € C?. Sia D un
insieme regolare. Affermiamo che (C.N., ma non C.S.):

e sia T minimo locale per (P). Allora I\ € R’} ed 3y tali che

m p
Vi) + > NV + > Vhi(T) =0
i=1 j=1

<\ g(T) ;: 0
h(z) =0

e sia T massimo locale per (P). Allora 3\ € R” ed 3y tali che

m p
V@) + > AiVg(@) + > pVhi(@) =0
i=1 j=1

< A\g(@) >=0
h(z) =0

Teorema LKKT (Lagrange-Karush-Kulm-Tucker, C.S.).

e Sia f convessa e D convesso, oltre che regolare. Inoltre f,g,h € C2. Sia (T, \, 1)
una soluzione del sistema LKKT. Se A > 0 allora abbiamo Z minimo globale.

e Sia f concava e D convesso, oltre che regolare. Inoltre f,g,h € C2. Sia (T, \, i)
una soluzione del sistema LKKT. Se A < 0 allora abbiamo Z massimo globale.
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Teorema di convergenza del metodo di Frank-Wolfe.

Una successione {zj} costruita con l'algoritmo di Frank-Wolfe converge ad un punto
stazionario.

Teorema di convergenza del metodo del gradiente proiettato.

Una successione {zj} costruita con 'algoritmo del gradiente proiettato converge ad un
punto stazionario.
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